
Ìèíèñòåðñòâî íà îáðàçîâàíèåòî è íàóêàòà

Ñúþç íà ìàòåìàòèöèòå â Áúëãàðèÿ

72. Íàöèîíàëíà Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêà

Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå, âòîðè äåí

Çàäà÷à 4. Äà ñå äîêàæå, ÷å âúðõó ñòðàíàòà AD íà èçïúêíàë ÷åòèðèúãúëíèê ABCD
ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà òî÷êà M, çà êîÿòî√

SABM +
√

SCDM =
√
SABCD,

òîãàâà è ñàìî òîãàâà AB||CD.
Ðåøåíèå.

Ïúðâè íà÷èí. (Í. Íèêîëîâ)
Ñëåä ïîâäèãàíå íà êâàäðàò äàäåíîòî ðàâåíñòâî ïðèåìà âèäà

2
√
SABMSCDM = SBCM .

Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å àêî AB||CD, òî

(1) 2
√
SABMSCDM ≤ SBCM .

çà âñÿêà òî÷êà M ∈ [AD], êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî â åäíà òî÷êà.
Íåêà AB = a, CD = b, d(M,AB) = x è d(M,CD) = y. Òîãàâà

(1)⇔ 2
√

axby ≤ (a+ b)(x+ y)− ax− by ⇔ (
√
ay −

√
bx)2 ≥ 0.

Ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî àêî AM/BM = a/b. Ïî-íàòàòúê, íåêà D′ ∈ AD òàêà, ÷å
CD′||AB. Àêî ∠B + ∠C < 180◦, òî D ∈ (AD′) è îò (1) ñëåäâà, ÷å

2
√

SABMSCDM < 2
√

SABMSCD′M ≤ SBCM

çà M ∈ (A,D].
Àêî ∠B+∠C > 180◦, òî D′ ∈ (AD). Íåêà f(M) = 2

√
SABMSCDM −SBCM çà M ∈ [AD].

Î÷åâèäíî f(A) < 0 è f(D) < 0. Îò äðóãà ñòðàíà, âå÷å çíàåì, ÷å èìà åäèíñòâåíà òî÷êà
M ′ ∈ (AD′), çà êîÿòî 2

√
SABM ′SCD′M ′ = SBCM ′ è çíà÷è f(M ′) > 0. Ïî íåïðåêúñíàòîñò

ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò òî÷êè M1 ∈ (AM ′) è M2 ∈ (M ′D) òàêà, ÷å f(M1) = f(M2) = 0.
Îòòóê çàäà÷àòà ñëåäâà.

Çàáåëåæêà. Â ñëó÷àÿ ∠B + ∠C > 180◦ ñúùåñòâóâàò òî÷íî äâå òî÷êè M1,M2 ∈ (AD),
çà êîèòî √

SABM +
√

SCDM =
√
SABCD.

Íàèñòèíà, SABM è SCDM ñà ëèíåéíè ôóíêöèè íà M ∈ [AD]. Ñëåäîâàòåëíî
√
SABM +√

SCDM e ñòðîãî âäëúáíàòà ôóíêöèÿ è çíà÷è ïðèåìà äàäåíà ñòîéíîñò íàé-ìíîãî äâà ïúòè.
Âòîðè íà÷èí. (Ê. Äåë÷åâ è Í. Íèêîëîâ)
Ùå èçïîëçâàìå, ÷å àêî A1(x1, y1), A2(x2, y2) è A3(x3, y3), òî óäâîåíîòî îðèåíòèðàíî ëèöå
íà 4A1A2A3 å ðàâíî íà x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2).
Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å A(0, 0), B(x1, y1), C(x2, y2), D(0, 1) è M = (0,m), êúäåòî x1, x2 > 0.
Çàïèñâàìå äàäåíîòî ðàâåíñòâî âúâ âèäà 4SABMSCDM = S2

BCM è ïîëó÷àâàìå, ÷å

4x1x2m(1−m) = (4+m(x2 − x1))
2,



êúäåòî 4 = x1y2 − x2y1 = 2SABC > 0, ò.å.

m2(x1 + x2)
2 + 2m((x2 − x1)4− 2x1x2) +42 = 0.

Òîâà óðàâíåíèå èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå m ∈ (0, 1) òî÷íî êîãàòî

D1 = 4x1x2(x1 −4)(x2 +4) = 0⇔ x1 = 4⇔
x1

x2

=
y1

y2 − 1
⇔ AB||CD.

Îöåíÿâàíå. Ïúðâè íà÷èí (7 òî÷êè) 2ò. çà ñëó÷àÿ AB||CD, 2ò. çà <) B+ <) C < 180◦,
3ò. çà ñëó÷àÿ <) B+ <) C > 180◦.
Âòîðè íà÷èí (7 òî÷êè) 1ò. çà ñâåæäàíåòî äî 4SABMSCDM = S2

BCM , 3ò. çà âúâåæäàíå
íà ïîäõîäÿùà ïàðàìåòðèçàöèÿ è èçðàçÿâàíå íà ðàâåíñòâîòî îò ïî-ãîðå ÷ðåç íåÿ, 3ò. çà
äîâúðøâàíå

Çàäà÷à 5. Çà äàäåíî åñòåñòâåíî ÷èñëî n äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà èçðàçà

|x1|+ |x1 − x2|+ |x1 + x2 − x3|+ · · ·+ |x1 + x2 + · · ·+ xn−1 − xn|,

êúäåòî x1, x2, . . . , xn ñà òàêèâà ðåàëíè ÷èñëà, ÷å |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn| = 1.

Îòãîâîð: 21−n.
Ðåøåíèå. Ïúðâè íà÷èí. (Ñò. Ãåðäæèêîâ è Í. Íèêîëîâ)

Çà âñÿêî n ∈ N íåêà cn å íàé-ìàëêîòî ðåàëíî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, çà êîåòî

cn (|x1|+ |x1 − x2|+ |x1 + x2 − x3|+ · · ·+ |x1 + x2 + · · ·+ xn−1 − xn|) ≥ |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|

çà âñè÷êè ðåàëíè ÷èñëà x1, x2, . . . , xn. Íåêà Sk = x1 + x2 + · · ·+ xk−1. Äà çàáåëåæèì, ÷å îò
íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà ñëåäâà, ÷å

|Sk − xk|+ (|x1|+ |x2|+ · · ·+ |xk−1|) ≥ |xk|.

Ñëåäîâàòåëíî, àêî

cn

n∑
k=1

|Sk − xk| ≥
n∑

k=1

|xk|,

òî

2cn

n+1∑
k=1

|Sk − xk| ≥ |Sn+1 − xn+1|+ 2cn

n∑
k=1

|Sk − xk|

≥ |Sn+1 − xn+1|+ 2
n∑

k=1

|xk|

≥ (|Sn+1 − xn+1|+
n∑

k=1

|xk|) +
n∑

k=1

|xk|

≥ |xn+1|+
n∑

k=1

|xk| =
n+1∑
k=1

|xk|.
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Òîãàâà ñ èíäóêöèÿ ïî n ïîëó÷àâàìå, ÷å cn ≤ 2n−1c1. Î÷åâèäíî c1 = 1 è çíà÷è cn ≤ 2n−1.
Îò äðóãà ñòðàíà, àêî x1 = 21−n, xk = 2k−n−1 çà k ≥ 2, òî

Sk = 2k−n−1 = xk

çà k > 1. Ñëåäîâàòåëíî
∑n

k=1 |Sk− xk| = |x1| = 21−n. Îò äðóãà ñòðàíà,
∑n

k=1 xk = Sn+1 = 1.
Çíà÷è cn ≥ 2n−1. Îêîí÷àòåëíî, cn = 2n−1. Äà îòáåëåæèì, ÷å òîâà äàâà, ÷å òúðñåíàòà
ìèíèìàëíà ñòîéíîñò å ïîíå 21−n, à îò äðóãà ñòðàíà îò ïðèìåðà ïî-ãîðå ñòàâà ÿñíî, ÷å òÿ
ñå äîñòèãà. Ñ òîâà çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Âòîðè íà÷èí. (Àëåêñàíäúð Èâàíîâ)
Çà An := |x1|+ |x1 − x2|+ |x1 + x2 − x3|+ · · ·+ |x1 + x2 + · · ·+ xn−1 − xn| èìàìå, ÷å

An ≥ |x1|+
1

2
|x2 − x1|+ · · ·+

1

2n−1
|xn − x1 − · · · − xn−1|

≥ |x1|+
1

2
(|x2| − |x1|) + · · ·+

1

2n−1
(|xn| − |x1| − · · · − |xn−1|)

=
1

2n−1

n∑
i=1

|xi| = 21−n,

êúäåòî âòîðîòî íåðàâåíñòâî ñëåäâà îò íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà. Çà äà èìàìå ðàâåíñòâî

â ïúðâèÿ ðåä, òî òðÿáâà xi+1 =
i∑

j=1

xj çà âñÿêî n ≥ i > 1, îòêúäåòî íàìèðàìå xi = 2i−n−1

çà i ≥ 2 è x1 = 21−n.
Òðåòè íà÷èí. (Ê. Ãàðîâ)
Îçíà÷àâàìå ñ F (x1, x2, . . . , xn) èçðàçà îò óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà:

F (x1, x2, . . . , xn) = |x1|+ |x1 − x2|+ |x1 + x2 − x3|+ · · ·+ |x1 + x2 + · · ·+ xn−1 − xn|

Çàáåëÿçâàìå, ÷å F å íåîòðèöàòåëíà è íåïðåêúñíàòà. Ñëåäîâàòåëíî, òúé êàòî åäèíè÷íàòà
ñôåðà å êîìïàêòíà, F äîñòèãà ñâîÿ ìèíèìóì.
Íåêà ìèíèìóìúò íà F ñå äîñòèãà ïðè (X1, X2, . . . , Xk, . . . , Xn) è íåêà Sk = X1 +X2 + · · ·+
Xk−1 è ck = Xk +Xk+1. Çà 1 ≤ k ≤ n− 1 îçíà÷àâàìå ñ gk ôóíêöèÿòà:

gk(y) = F (X1, . . . , Xk−1, y, ck − y,Xk+1, . . . , Xn)

Òÿ äîñòèãà ñâîÿ ìèíèìóì çà y = Xk. Äà îòáëåæèì, ÷å åäèíñòâåíèòå ÷ëåíîâå íà ñóìàòà îò
èçðàçà F , êîèòî çàâèñÿò îò y ñà |x1 + · · ·+ xk−1− xk| è |x1 + · · ·+ xk − xk+1|. Ñëåäîâàòåëíî
y = Xk ìèíèìèçèðà òîçè èçðàç. Òîãàâà îò íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà èìàìå:

|Sk−1−y|+|Sk−1+2y−ck| = |Sk−1−y|+2|(Sk−1−ck)/2−y| ≥ |(3Sk−1−ck)/2|+|(Sk−1−ck)/2−y|

Ñëåäîâàòåëíî ìèíèìóìúò å ðàâåí íà |(3Sk−1−ck)/2| è ñå äîñòèãà çà y = (Sk−1−ck)/2. Òîåñò
çà âñÿêî 1 ≤ k ≤ n−1 èìàìå ðàâåíñòâîòî Xk = (Sk−1−ck)/2. Ïðåîáðàçóâàìå è ïîëó÷àâàìå,
÷å Xk+1 = Sk èëè, ÷å Xk = 2k−1X1. Ñëåäîâàòåëíî, X1 = 21−n è F (X1, X2, . . . , Xn) = 21−n.
Ñ òîâà çàäà÷àòà å ðåøåíà.
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Çàáåëåæêà. Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ðåøè è êàòî ñå ñúîáðàçè, ÷å òúðñåíèÿò ìèíèìóì
å ðåöèïðî÷åí íà l1-íîðìàòà íà îáðàòíèÿ îïåðàòîð B íà ëèíåéíèÿ îïåðàòîð, ïîðîäåí îò
ôóíêöèèòå â ìîäóë (||B||1 = maxj

∑
i |bij|).

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) (Ïúðâè è âòîðè íà÷èí) 2ò. çà îòãîâîð + ïðèìåð çà äîñòèãàíå
íà ðàâåíñòâî, 2ò. çà ïîäõîäÿùî íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà, 3ò. çà äîâúðøâàíå.
(Òðåòè íà÷èí) 2ò. çà îòãîâîð + ïðèìåð çà äîñòèãàíå íà ðàâåíñòâî, Èçðàçúò äîñòèãà ñâîÿ
ìèíèìóì 2ò., 1ò. çà ôèêñèðàíå íà âñè÷êè àðãóìåíòè áåç äâà è ïîëó÷àâàíà íà íîâ èçðàç,
2ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 6. Â êëàñ îò 26 ó÷åíèöè âñåêè ó÷åíèê ñå îöåíÿâà ïî ïåò ðàçëè÷íè ïðåäìåòà, êàòî
çà âñåêè ïðåäìåò ñà âúçìîæíè òðè ðàçëè÷íè îöåíêè. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî 25 îò òåçè
ó÷åíèöè ñà ïîëó÷èëè ñâîèòå îöåíêè, òî îöåíêèòå íà 26-èÿ ó÷åíèê ìîãàò äà ñå ïîñòàâÿò
òàêà, ÷å äà ñå ðàçëè÷àâàò ïîíå ïî äâà îò ïðåäìåòèòå ñ îöåíêèòå íà âñåêè îò îñòàíàëèòå 25
ó÷åíèöè.

Ðåøåíèå. Ùå êàçâàìå, ÷å åäèí òðîè÷åí âåêòîð ñ äúëæèíà 5 ïîêðèâà äðóã, àêî äâàòà
âåêòîðà ñå ðàçëè÷àâàò â íàé-ìíîãî åäíà ïîçèöèÿ. Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å íå ñúùåñòâóâàò
25 òðîè÷íè âåêòîðà ñ äúëæèíà 5, êîèòî äà ïîêðèâàò âñè÷êè 35 = 243 âåêòîðà. Äà äîïóñíåì,
÷å òàêîâà ìíîæåñòâî ñ 25 âåêòîðà ñúùåñòâóâà è äà ãî îçíà÷èì ñ A.

Äà ðàçäåëèì âñè÷êè 243 âåêòîðà íà 4 ãðóïè: B0 - âåêòîðè ñ ïúðâè äâå êîîðäèíàòè
00; B1 - âåêòîðè ñ ïúðâè äâå êîîðäèíàòè 01, 02, 10 èëè 20; B2 - âåêòîðè ñ ïúðâè äâå
êîîðäèíàòè 11 èëè 22 è B3 - âåêòîðè ñ ïúðâè äâå êîîðäèíàòè 12 èëè 21. ßñíî å, ÷å |B0| = 27,
|B2| = |B3| = 54.

Çà ïúðâèòå äâå êîîðäèíàòè íà âñåêè âåêòîð èìà 9 âúçìîæíîñòè, à â A èìà 24 âåêòîðà.
Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å îò âñè÷êè âåêòîðè â A êàòî ïúðâè äâå êîîðäèíàòè íàé-ìàëêî ïúòè
ñå ïîÿâÿâàò 00, êàòî òîãàâà 00 ñå ïîÿâÿâà íàé-ìíîãî äâà ïúòè.

Äà ðàçäåëèì âåêòîðèòå îò A íà 4 ãðóïè: A0 - âåêòîðè ñ ïúðâè äâå êîîðäèíàòè 00; A1 -
âåêòîðè ñ ïúðâè äâå êîîðäèíàòè 01, 02, 10 èëè 20; A2 - âåêòîðè ñ ïúðâè äâå êîîðäèíàòè
11 èëè 22 è A3 - âåêòîðè ñ ïúðâè äâå êîîðäèíàòè 12 èëè 21. Íåêà ai = |Ai|, êàòî a0 + a1 +
a2 + a3 = 25, a0 ≤ 2 è áåç îãðàíè÷åíèå a2 < a3.

Ñëåäíèòå íàáëþäåíèÿ ñà î÷åâèäíè: âñåêè âåêòîð îò A0 ïîêðèâà 7 âåêòîðà â B0; âñåêè
âåêòîð îò A1 ïîêðèâà ïî 1 âåêòîð â B0, B2 è B3; âñåêè âåêòîð îò A2 ïîêðèâà 7 âåêòîðà â
B2 è 2 âåêòîðà â B3; âñåêè âåêòîð îò A2 èëè A3 ïîêðèâà 2 âåêòîðà â B1. âñåêè âåêòîð îò
A3 ïîêðèâà 7 âåêòîðà â B3 è 2 âåêòîðà â B2.

Îò ãîðíèòå íàáëþäåíèÿ ïîëó÷àâàìå: 7a0+a1 ≥ 27, 7a2+a1+2a3 ≥ 54 è 7a3+a1+2a2 ≥ 54.
Ïðè a0 = 0 ñëåäâà a1 ≥ 27, ïðîòèâîðå÷èå. Ïðè a0 = 1 ñëåäâà a1 ≥ 20, êàòî òîãàâà a2+a3 ≤ 4
è 7a3 + a1 + 2a2 ≥ 54 íå ìîæå äà å âÿðíî.

Ïîëó÷àâàìå a0 = 2 è ñëåäîâàòåëíî a1 ≥ 13. Àêî a2 = 4, òî íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò
íà 7a2 + a1 + 2a3 å 7.4 + 13 + 12 = 53 < 54, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî åäèíñòâåíàòà
âúçìîæíîñò å a1 = 13, a2 = a3 = 5.

Áåç îãðàíè÷åíèå âåêòîðèòå îò A ñ ïúðâè äâå êîîðäèíàòå 00 ñà 00000 è 00111 (â ïðîòèâåí
ñëó÷àé òå íÿìà äà ïîêðèâàò 14 âåêòîðà). Òîãàâà âåêòîðèòå

222, 220, 221, 202, 212, 022, 122, 012, 120, 201, 021, 210, 102
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íå ñà ïîêðèòè â B0 è ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà äà ñå ïîÿâÿâàò êàòî îïàøêè â A1.
Âñåêè îò âåêòîðèòå 001, 010, 100, 110, 101, 011 å ïîêðèò ïî äâà ïúòè â B1 (íàïðèìåð 001

å ïîêðèò îò 201 è 021), à òðÿáâà äà áúäå ïîêðèò 4 ïúòè. Ñëåäîâàòåëíî òåçè âåêòîðè òðÿáâà
äà ñå ïîÿâÿâàò êàòî îïàøêè â A2 èëè A3. Ñëåäîâàòåëíî çíàåì 6 îïàøêè â A2 èëè A3 è èìà
îùå 4 íåèçâåñòíè îïàøêè.

Âñåêè îò âåêòîðèòå 002, 020, 200, 112, 121, 211 òðÿáâà äà å ïîêðèò îáùî 4 ïúòè â B2

è B3, êàòî äî òîçè ìîìåíò òå ñà ïîêðèòè ïî åäèí ïúò (íàïðèìåð 002 å ïîêðèò ñàìî îò
001). Ñëåäîâàòåëíî ÷åòèðèòå íåèçâåñòíè îïàøêè òðÿáâà äà îñèãóðÿâàò îùå 4.6 − 6 = 18
ïîêðèòèÿ. Äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å âñåêè âåêòîð ñ äúëæèíà òðè ïîêðèâà íàé-ìíîãî
3 âåêòîðà îò 002, 020, 200, 112, 121, 211 â B2 è B3, ò.å. íåèçâåñòíèòå 4 îïàøêè ìîãàò äà
îñèãóðÿò íàé-ìíîãî 4.3 = 12 < 18 ïîêðèòèÿ, ïðîòèâîðå÷èå.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2ò. çà a1 = 13, a2 = a3 = 5, 5ò. çà äîâúðøâàíå. Çà ÷àñòè÷íè
ðåçóëòàòè îò òèïà àêî áðîÿò íà ó÷åíèöèòå å x < 25, òî ìîæåì äà íàãëàñèì îöåíêèòå íà
x + 1−âèÿ òàêà, ÷å óñëîâèåòî äà å èçïúëíåíî ñå ïðèñúæäà íàé-ìíîãî 1ò â çàâèñèìîñò îò
ñòîéíîñòòà íà x.

Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò:

çàä. 4 � Íèêîëàé Íèêîëîâ, çàä. 5 � Ñòåôàí Ãåðäæèêîâ è Íèêîëàé Íèêîëîâ,
çàä. 6 � Åìèë Êîëåâ
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