MunuctepcTBO Ha 0Opa3oBaHMETO W HAayKaTa
Cwbro3 Ha MaTremaTunure B boiarapust

72. HammonaJjna OJmMnmajga mo MaTeMaTHuKa

YciaoBus, KpaTKu pelleHnsl 1 KPUTEPUN 3a OlleHdABaHe, I'bPBU JI€H

Banauya 1. [/lagen e rpad G ¢ n > 6 Bbpxa, B KOUTO BCEKH BPbX € OT cTerneH moue 3. Ako
C1,C,, ..., ca Bermuku mukan B (7, TO Ja ce ONpeesssT BCHYIKU Bb3MOXKHU CTOHHOCTH Ha
Haii-rosleMusT ooy gesuren Ha ducaara [Ch|, |Cal,. .., |Ckl, kbaero ¢ |C| o3nataBame 6GposaT Ha
BbpxoBere B IMuKbaa C.

Pemtenne. Heka d = HOJI(|C4|,|Cs|, ..., |Ck|). IIbpBo me gokaxkem, de ako jBa 1ukbiaa C u

D wmmat TOYHO JBa OOIMM BbpXa, KOUTO ca cBbp3aHu ¢ peopo B C' mw B D, To ToraBa cJejiBa,
4e d|2. Haucruna, ako C' = abcicy...cp, 1 D = abdyds . ..ds, o Tx C u D ca nukau B G
umame d|2 +m u d|s + 2. Cera ga orbsexkum, de dids . ..dsaCyCpm_1 . ..C1h CHIIO € MUKDBI B
G, koero osHauaBa, de d|s + m + 2. Taka nomyuasame d|(s + 2) + (m + 2) — (s + m + 2),
T.e d|2. Cera me nokaxkem, de G CbIbpKa J[Ba IUKbJA, KOUTO UMAT TOYHO JBa OOIIHM BbpXAa,
KOWTO ca ChcedHn B mukanTe. Heka P = wowiws - - - wsv € IbT ¢ MaKCUMAaJIHA Ih/KIHA B (.
Torasa Bcuakm pebpa OT v ca K'bM BbpPXoBeTe 0T P 1 T.K ¥ € OT CTelleH TOoHe 3, TO ChIeCTByBaT
0 <i < j < s, TakuBa 4e vw; 1 vw; ca pedbpa B G. CienoBaTesHO MUKIATE W;Wji] ... WsV U
W ... W;V UMAT KEJAHOTO CBOHUCTBO, OTKBJAETO Hosydasame, de d|2. [Ipumep, B koitto d = 2
ce JOCTHUTa € JOCTaTBhIHO ToJIAM JByfeeH rpad, nanpumep K, 33, a d = 1 ce nocrura or K,
HaIpuMep.

OunensiBane. (7 TOUKM) 2 TOYKH 3a sICEH OTTOBOP M mpuMepH, 3a Kouto d = 2 u d = 1 ce
JIOCTHUTAT, 2 TOUYKH 3a CHOOPAKEHHETO, Y€ aKO JBa IUKDLJIA IMaT TOIHO €IHO 000 pebpo, To
d|2, 3 TOUKM 3a JIOBbPIIBAHE.

Bamaua 2. anen e pasnocrpaned Tpubl'baank ABC. Heka A;, By u C ca 1onupHATE TOUKN
Ha BBHIMHOBIINCAHUTE OKpbxKHOCTH ¢be crpanute BC, CA, AB cvoreerno. llerTposere Ha
omucanara okoyo ANABC;, ABA,C;, ACA;B; ca oznauenu ¢ Oy, Op, O¢ cvorserno. [a ce
nokazke, de npasute mpe3 O4, Op 1 O¢, CHOTBETHO YCIHOPEIHHU Ha bIJIOMOJIOBAIIMTE Ha < A,
4 B u 4 C, ce nmpecuvar B €J{Ha TOYKA.

Pentenne. Heka O e nearbpbT Ha ommcanara okoao AABC okpbKHOCT, 1 HeKa 1’ e cpemara

na jorata ACB or onmcanara OKpbBKHOCT (BuK deprexa). Vmame ABy = BA,, AT = BT,
/BAT = ZABT, cnenosarenno ABIAT = AA;BT. Or exnakpBocTTa IOJIydYaBaMe, de
/CBT = ZC AT, cnenoaresnno onncanaTa okojo A; B1C' okpb:xuaOCT MuHaBa 1pe3 1’ u OO
e cumerpasia Ha CT. Ho npasure OO u brionosossmara Ha ZACB ca TmepreHInKyIsapHna
na CT (3amo?), ciaegosaresiHo npasara 1pe3 Og, ycrnopejaHa Ha brionosopsmara va ZACB



N/ /

vunasa upe3 O! Iloprapsiiku ToBa pa3chbKIEHUE, JOCTUTAMe 10 3aKJ/II0YCHUETO, Y€ UCKAHUTE
npasu ce npecundar B O.

OunensiBane. (7 Toukn) 2T. 3a XUIoresa, 4e Tpute npasu ce npecnvar B T.0. 11. 3a moct-

posiBaHe Ha cpejara Ha HAKOs oT abrute BAC, ABC nmn ACB, 21. 3a AB1AT = ANABT n
2T. 3a JTOBDbLPIIBAHE.

Banaua 3. Hexa f(z) e nosmuom ¢ ecrectsenn koeduruentu. 3a sesixo n € N neka al”, al”

ca (bI/IKCI/IpaHI/I €CTeCTBECHU 4YMCJla, KOUTO JaBaT JBa IIO JABa pa3/JIMYHM OCTaTbKa IIpU JeJICHUE C
L 1 HEKa

g(n) =3 F(a”) = (@) + f(5”) + -+ flaf?).

Ja ce jtokaxke, 4e cbIlecTBYBa KOHCTaHTa M, 3a KOATO 3a BCAKO €CTeCTBEHO ducjo m > M
umame HOJI(m, g(m)) > 20232923,

Pemenne. Heka d = deg f e crenenra Ha f, nHeka t = d! u Heka N e dukcupaHo eCcTeCTBEHO

uncso. a momycuem, 1e muoxkectsotro M = {m € N : HO(m, g(m)) < N} e Ge3xpaiito.
Torasa e J0KaxKeM, Ue 3a BCAKO IIPOCTO p MMaMe, de MHoxkecTBoro M, = {m € M : p/m}
e Ge3kpaiino. Jla J1omycHeM IPOTUBHOTO, T.€ CBHIIECTBYBa €CTECTBEHO YHCJIO N, TAKOBA 4e 3a
BCeakO m € M, 3a koero m > N, e B cuna (p,m) = 1.
[Mle Hu 616 HEOOXOMMMAa, CJIeIHATA,

Jlema. Heka k,n € N u a e ecrecTBeHO YUCI0O B3aUMHOIIPOCTO ¢ n. Torasa

n k
n|(a® — 1) Z (a§”’> :
i=1
Jloxazamencmso. T.K a € B3aUMHOIIPOCTO C N U <a§")>é ) o0Opa3yBa II'bJIHa CUCTEMa OCTATHITN
1=

d "y 6 d n). C
(mod n), To (aa; '), cbio obpasysa mbiaHa cucrema ocrarbin (mod n). CremgoBaTenHo

i (aagn))k = i (a,(;n))k (mod n),

i=1 i=1

aW



¢ KOeTO JjieMara € JOKa3aHa.
Cbimo Taka moneske a —1]a! —1, xoraro k|l, To cen cymmpane sa k = 0, 1,. .., d morygasame, ge

n
t_ (n) C
n|(a'—1) > f(a;"’) 3a BCIKO €CTECTBEHO YUCJIO N U BCSKO @ B3auMHOIPOCTO ¢ 1. CiieioBaTesiHo
i=1

B YaCTHOCT TBBHPJCHUETO € M3I'bJHeHO n3aa =pun € {m € M :m > Np}. Axo m € M e no-
¢ ¢
roJisiMo ot N, To nostydasame, 1e m|(p'—1)g(m), orkbaero ciaeasa p'—1 > Tty = N KOeTo
e nporusopeune 3a m > N(p' — 1), .k p u t ca dukcupanu. Crenosarenno M, e 6e3KkpaiiHo 3a
BCAKO IIPOCTO YHCJTIO P.
Ot apyra crpana obade Hak OT JiemaTa cjejiBa, de ako p > d + 1 + N e npocro gucio, k < d
p k
€ eCTeCTBEHO YHC/IO, a ¢ € NPUMUTHUBEH KopeH 1o Mojya p, 1o pl(gh — 1) (agp )) , KOETO
i=1
LAV
o3HAYaBa, 9e p| > (aip ) 3a Besiko k < d. Orryk nostydasame, de plg(p) 3a Besiko p > d+1+ N.
i=1
CIusT apryMeHT mokassa #, de ako plm u p > d + 1 + N, To p|g(m). Cnemosarensno, ako
p > d+1+4+N e dukcupano npocto uucio, To M, e 6e3kpaiiHo o3HaIaBa, Ue cbllecTByBa m € M,
TakoBa de p|m, Ho oT no-rope umame, de p|HO(m, g(m)) = p < N, Koero e mpoTuBopedne ¢
msbopa Ha p. CrenosaTenno M e KpaifHO I TBBPICHIETO OT YCIOBHETO ciieBa 3a N = 20232023,

OunensiBane. (7 Toukn) 2. 3a joKa3Bane, 4e ako p > d + 1 + N, to p|m = p|g(m), 41. 3a
JloKa3BaHe, e MHOXKecTBaTa M, ca Geskpaiinu, 1T. 3a 10BbpIIBAHE.

3asaunTe ca IIpeJio>KeH! OT:
zas. 1 — Kpucruan Bacunes, 3ama. 2 — Asnekcangbp VBanos, 3axa. 3 — Anekcanabp VBanos
n Kpucruan Bacunen



